
83 

 

 

8. ΑΑννιιξξςςηημμεείίωωσσεερρ  σσααττσσόόσσηησσεερρ  
 

 

ΕΕππωωσσήήςςεειιρρ  ΘΘεεωωππίίααρρ  
  

88..11 Ση ιέγεηαη ηαπηόηεηα; 
Απάληεζε:  

Σαπηόηεηα ιέγεηαη θάζε ηζόηεηα πνπ πεξηέρεη κεηαβιεηέο θαη 
αιεζεύεη γηα όιεο ηηο ηηκέο ησλ κεηαβιεηώλ ηεο. 
Γηα παξάδεηγκα, νη ηζόηεηεο:  

2x(x 1) x x    θαη 2x(x 2y) x 2xy    

είλαη ηαπηόηεηεο γηαηί αιεζεύνπλ γηα όιεο ηηο ηηκέο ησλ κεηαβιεηώλ 
ηνπο, ελώ νη ηζόηεηεο:  

5x 10  θαη x y 3   

δελ είλαη ηαπηόηεηεο γηαηί ε 5x 10  αιεζεύεη κόλν γηα x=2 θαη ε 
x y 3   δελ αιεζεύεη γηα x = 1 θαη y = 4. 

88..22 α) Να απνδείμεηε ηελ ηαπηόηεηα:  2 2 22        

β) Πσο ρξεζηκνπνηνύκε ηελ ηαπηόηεηα γηα λα ππνινγίζνπκε ην 
ηεηξάγσλν αζξνίζκαηνο δύν κνλσλύκσλ; 
Απάληεζε: 

α) Σελ παξάζηαζε  2   ηε γξάθνπκε σο εμήο: 

     2 2 2                  

         2 22       

β) Από ηελ παξαπάλσ ηαπηόηεηα πξνθύπηεη όηη: 
Σν ηεηξάγσλν ηνπ αζξνίζκαηνο δύν κνλσλύκσλ, είλαη ίζν κε ην 
ηεηξάγσλν ηνπ 1νπ

 κνλσλύκνπ ζπλ ην δηπιάζην γηλόκελν ηνπ 1νπ
 

κνλσλύκνπ επί ην 2ν
 κνλώλπκν ζπλ ην ηεηξάγσλν ηνπ 2νπ

 

κνλσλύκνπ. 

Γειαδή ζρεκαηηθά έρνπκε: 
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         2 2 2
... ... ... 2 ... ... ...     

      ↑      ↑         ↑            ↑    ↑ ↑ 

                             1
ν
     2

ν
  1

ν
   1

ν
   2

ν
       2

ν
  

 

Π.ρ.          2 2 2 2 23x 2y 3x 2 3x 2y 2y 9x 12xy 4y         

 

ρόιηα: 

● Ζ ηαπηόηεηα (α+β)2=α2+2αβ+β2
  κεηαζρεκαηίδεηαη ηζνδύλακα σο 

εμήο:   (α+β)2−2αβ =α2+β2
.                 

● Γεσκεηξηθά ε ηαπηόηεηα απνδεηθλύεηαη σο εμήο:  
Θεσξνύκε έλα ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ κε πιεπξά α+β ηνπ παξαθάησ 
ζρήκαηνο: 

 
Από ην ζρήκα έρνπκε: (ΑΒΓΓ)=(α+β)2 θαη 
(ΑΒΓΓ)=(ΓΔΕΖ)+(ΑΘΕΔ)+(ΕΗΓΖ)+(ΘΒΗΕ)=α2+αβ+αβ+β2

 

            = α2+2αβ+β2
. 

Άξα (α+β)2=α2+2αβ+β2
. 

 

 

88..33 α) Να απνδείμεηε ηελ ηαπηόηεηα:  2 2 22        

β) Πσο ρξεζηκνπνηνύκε ηελ ηαπηόηεηα γηα λα ππνινγίζνπκε ην 
ηεηξάγσλν δηαθνξάο δύν κνλσλύκσλ; 
Απάληεζε: 
α) Σελ παξάζηαζε  2   ηε γξάθνπκε σο εμήο: 

     2 2 2                  

         2 22       

β) Από ηελ παξαπάλσ ηαπηόηεηα πξνθύπηεη όηη: 
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Σν ηεηξάγσλν ηεο δηαθνξάο δύν κνλσλύκσλ, είλαη ίζν κε ην 
ηεηξάγσλν ηνπ 1νπ

 κνλσλύκνπ πιελ ην δηπιάζην γηλόκελν ηνπ 1νπ
 

κνλσλύκνπ επί ην 2ν
 κνλώλπκν ζπλ ην ηεηξάγσλν ηνπ 2νπ

 

κνλσλύκνπ. Γειαδή ζρεκαηηθά έρνπκε: 

         2 2 2
... ... ... 2 ... ... ...     

      ↑      ↑         ↑            ↑    ↑ ↑ 

                             1
ν
     2

ν
  1

ν
   1

ν
   2

ν
       2

ν
  

 

Π.ρ.         2 2 22 2 2 4 3 2x 5x x 2 x 5x 5x x 10x 25x         

ρόιηα: 

● Ζ ηαπηόηεηα (α−β)2=α2−2αβ+β2
  κεηαζρεκαηίδεηαη ηζνδύλακα σο 

εμήο:   (α−β)2+2αβ =α2+β2
.                 

● Γεσκεηξηθά ε ηαπηόηεηα απνδεηθλύεηαη σο εμήο:  
Θεσξνύκε έλα ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ κε πιεπξά α ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο: 

 
Από ην ζρήκα έρνπκε: (ΓΔΕΖ)=(α−β)2 θαη 
(ΓΔΕΖ)=(ΑΒΓΓ)−(ΑΒΗΔ)−(ΕΗΓΖ)=α2−αβ−β(α−β) 
            =α2−αβ−βα+β2=α2−2αβ+β2

. 

Άξα  (α−β)2= α2−2αβ+β2
. 

 

88..44 α) Να απνδείμεηε ηελ ηαπηόηεηα: 
 

 3 3 2 2 33 3         

β) Πσο ρξεζηκνπνηνύκε ηελ ηαπηόηεηα γηα λα ππνινγίζνπκε ηνλ 
θύβν ηνπ αζξνίζκαηνο δύν κνλσλύκσλ; 
Απάληεζε: 
α) Σελ παξάζηαζε  3   ηε γξάθνπκε σο εμήο: 
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         3 2 2 22                 
 

                            

                            3 2 2 33 3          

β) Από ηελ παξαπάλσ ηαπηόηεηα πξνθύπηεη όηη: 
Ο θύβνο ηνπ αζξνίζκαηνο δύν κνλσλύκσλ, είλαη ίζνο κε ηνλ θύβν 
ηνπ 1νπ

 κνλσλύκνπ, ζπλ ην ηξηπιάζην γηλόκελν ηνπ ηεηξαγώλνπ ηνπ 
1

νπ
 κνλσλύκνπ επί ην 2ν

 , ζπλ ην ηξηπιάζην γηλόκελν ηνπ 1νπ
 

κνλσλύκνπ επί ην ηεηξάγσλν ηνπ 2νπ, ζπλ ηνλ θύβν ηνπ 2νπ
 

κνλσλύκνπ. Γειαδή ζρεκαηηθά έρνπκε: 

             3 3 2 2 3
... ... ... 3 ... ... 3 ... ... ...      

       ↑   ↑         ↑            ↑      ↑          ↑    ↑         ↑ 

                    1
ν
    2

ν
       1

ν
     1

ν
      2

ν
        1

ν
   2

ν
        2

ν
  

 

Π.ρ.              3 3 2 2 3
2x 3y 2x 3 2x 3y 3 2x 3y 3y       

                          3 2 2 38x 3 4x 3y 3 2x 9y 27y          

                          3 2 2 38x 36x y 54xy 27y      

ρόιην:  

Ζ ηαπηόηεηα      3 3 2 2 3
3 3        κεηαζρεκαηίδεηαη 

ηζνδύλακα σο εμήο: 

       3 3 3
3        ή 

       33 3
3        

  

88..55 α) Να απνδείμεηε ηελ ηαπηόηεηα: 
 

 3 3 2 2 33 3         

β) Πσο ρξεζηκνπνηνύκε ηελ ηαπηόηεηα γηα λα ππνινγίζνπκε ηνλ 
θύβν ηεο δηαθνξάο δύν κνλσλύκσλ; 
Απάληεζε: 
α) Σελ παξάζηαζε  3   ηε γξάθνπκε σο εμήο: 

         3 2 2 22                 
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3 2 2 33 3         

β) Από ηελ παξαπάλσ ηαπηόηεηα πξνθύπηεη όηη: 
Ο θύβνο ηεο δηαθνξάο δύν κνλσλύκσλ, είλαη ίζνο κε ηνλ θύβν ηνπ 
1

νπ
 κνλσλύκνπ, κείνλ ην ηξηπιάζην γηλόκελν ηνπ ηεηξαγώλνπ ηνπ 1νπ

 

κνλσλύκνπ επί ην 2ν
 , ζπλ ην ηξηπιάζην γηλόκελν ηνπ 1νπ

 κνλσλύκνπ 
επί ην ηεηξάγσλν ηνπ 2νπ, κείνλ ηνλ θύβν ηνπ 2νπ

 κνλσλύκνπ. 
Γειαδή ζρεκαηηθά έρνπκε: 

             3 3 2 2 3
... ... ... 3 ... ... 3 ... ... ...      

       ↑   ↑         ↑            ↑      ↑          ↑    ↑         ↑ 

                    1
ν
    2

ν
       1

ν
     1

ν
      2

ν
        1

ν
   2

ν
        2

ν
  

Π.ρ.             3 3 2 2 32 2 2 2x 2x x 3 x 2x 3 x 2x 2x       

                         
6 4 2 2 3x 3 x 2x 3 x 4x 8x          

                      
6 5 4 3x 6x 12x 8x     

ρόιην:  

Ζ ηαπηόηεηα       3 3 2 2 3
3 3        κεηαζρεκαηίδεηαη 

ηζνδύλακα σο εμήο: 

       3 3 3
3        ή 

       33 3
3        

  

88..66 α) Να απνδείμεηε ηελ ηαπηόηεηα:     2 2      

β) Πσο ρξεζηκνπνηνύκε ηελ ηαπηόηεηα γηα λα ππνινγίζνπκε ην 
γηλόκελν αζξνίζκαηνο δύν κνλσλύκσλ επί ηε δηαθνξά ηνπο; 
Απάληεζε: 
α) Δίλαη:    2 2 2 2                   

β) Από ηελ παξαπάλσ ηαπηόηεηα πξνθύπηεη όηη: 
Σν γηλόκελν ηνπ αζξνίζκαηνο δύν κνλσλύκσλ επί ηε δηαθνξά ηνπο, 
είλαη ίζν κε ην ηεηξάγσλν ηνπ κεησηένπ κνλσλύκνπ ηεο δηαθνξάο, 
κείνλ ην ηεηξάγσλν ηνπ αθαηξεηένπ κνλσλύκνπ. Γειαδή ζρεκαηηθά 
έρνπκε: 

       2 2
... ... ... ... ... ...     

    ↑    ↑     ↑    ↑        ↑         ↑      
            1

ν
   2

ν
    1

ν
  2

ν
       1

ν
  2

ν
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Π.ρ.        2 2 2 24x 3y 4x 3y 4x 3y 16x 9y        

ρόιηα:  

1) Ζ ηαπηόηεηα      2 2       ιέγεηαη θαη δηαθνξά 
ηεηξαγώλσλ. 

2) Καηά ηελ εθαξκνγή ηεο ηαπηόηεηαο λα πξνζέρνπκε ηε ζέζε ησλ 
κνλσλύκσλ ζηε δηαθνξά. Γηα παξάδεηγκα, αλ έρνπκε: 
       2 2 2
x 4 4 x 4 x 16 x

 
θαη  όρη  2

x 16   

3) Αλ θάπνηνο δπζθνιεύεηαη λα εθαξκόζεη ηελ ηαπηόηεηα, ηόηε αο 
εθηειέζεη ηηο πξάμεηο. Γηα παξάδεηγκα, αλ έρνπκε: 

   
     

2 2 2 2

2 2 2 2

x xy yx y y x ,κε πξάμεηο

x y x y
x y x y x y y x ,

κε ηαπηόηεηα

     

    

          



  

  

88..77 α) Να απνδείμεηε ηηο ηαπηόηεηεο:  

  2 2 3 3      θαη   2 2 3 3       

β) Πσο ρξεζηκνπνηνύκε ηηο παξαπάλσ ηαπηόηεηεο δηαθνξά θαη 
άζξνηζκα θύβσλ αληίζηνηρα όηαλ ζηε ζέζε ησλ α, β είλαη 
κνλώλπκα; 
Απάληεζε: 
α) Δίλαη: 
   2 2 3 2 2 2 2 3 3 3                         

   2 2 3 2 2 2 2 3 3 3                         

β) Γηα ηηο ζπγθεθξηκέλεο ηαπηόηεηεο κπνξνύκε  λα ρξεζηκνπνηή-

ζνπκε ην παξαθάησ ζρήκα: 
          2 2 3 3   

 

         2 2 3 3   
 

Όπνπ ζηε ζέζε ηνπ   βάδνπκε ην 1ν
 κνλώλπκν θαη ζηε ζέζε ηνπ   

βάδνπκε ην 2ν
 κνλώλπκν. 

Γηα παξάδεηγκα ε παξάζηαζε:   22x 1 4x 2x 1    γίλεηαη: 
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         2 32 2 32x 1 4x 2x 1 2x 1 2x 2x 1 1 2x 1             

38x 1  , ελώ ε παξάζηαζε:   2 2x 3y x 3xy 9y    γίλεηαη:  

           2 32 2 2 3x 3y x 3xy 9y x 3y x x 3y 3y x 3y          
                                            

3 3x 27y   

ρόιην:  
Αλ θάπνηνο δπζθνιεύεηαη λα εθαξκόζεη ηελ ηαπηόηεηα, ηόηε λα 

εθηειέζεη ηηο πξάμεηο ζην 1ν
 κέινο θαη λα θαηαιήμεη ζην ίδην 

απνηέιεζκα. 

  

ΑΑςςκκήήςςεειιρρ  ΛΛττμμέέμμεερρ  
  

88..88 Να βξείηε ηα αλαπηύγκαηα: 

α)   
2

x 3                      β)  
2

y 6                        γ)  
2

2x 5   

δ)   
2

5 2                  ε)  
2

2x 2x                   ζη)   
 

2
1

x
x

  

Λύζε: 
Με ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο: 

         2 2 2
... ... ... 2 ... ... ...     

      ↑      ↑         ↑            ↑    ↑ ↑ 

                             1
ν
     2

ν
  1

ν
   1

ν
   2

ν
       2

ν
  

έρνπκε: 

α)  2 2 2 2x 3 x 2 x 3 3 x 6x 9          

β)  2 2 2 2y 6 y 2 y 6 6 y 12y 36           

γ)       2 2 2 22x 5 2x 2 2x 5 5 4x 20x 25         

δ)           2 2 2 2 25 2 5 2 5 2 2 25 20 4                

ε)          2 2 22 2 2 4 3 2x 2x x 2 x 2x 2x x 4x 4x        

ζη) 
2 2

2 2

2

1 1 1 1
x x 2 x x 2

x x x x

              
   

 

24
gr

am
m

at
a.

co
m



90 

 

88..99  Να βξείηε ηα αλαπηύγκαηα: 

α)   
2

x 4                      β)  
2

2y 1                      γ)  
2

x 3y   

δ)   
2

2 3                  ε)  
2

2x 3x                   ζη)  
 

 

2

1
x

x
  

Λύζε: 
Με ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο: 
 

         2 2 2
... ... ... 2 ... ... ...     

      ↑      ↑         ↑            ↑    ↑ ↑ 

                             1
ν
     2

ν
  1

ν
   1

ν
   2

ν
       2

ν
 
 

 

έρνπκε: 

α)   2 2 2 2x 4 x 2 x 4 4 x 8x 16           

β)      2 2 2 22y 1 2y 2 2y 1 1 4y 4y 1          

γ)       2 22 2 2x 3y x 2 x 3y 3y x 6xy 9y          

δ)           2 2 2 2 22 3 2 2 2 3 3 4 12 9                 

ε)          2 2 22 2 2 4 3 2x 3x x 2 x 3x 3x x 6x 9x         

ζη)   
2 2

21 1 1 1
x x 2 x x 2

xx x x

            
   

  

88..1100  Χξεζηκνπνηώληαο ηελ θαηάιιειε ηαπηόηεηα λα 
ππνινγίζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 

α)  
2

2 3                                                           β)   
2

8 2   

γ)   
2

5 3                                                          δ)    
2

2 2   

Λύζε: 
Έρνπκε:  

α)    2 2
22 3 2 2 2 3 3 4 4 3 3 7 4 3             

β)      22 2

8 2 8 2 8 2           
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                             2 2

8 2 8 2 2     

                          8 2 16 2 10 8 18        

1
ε
 Παξαηήξεζε:  

Ηζρύεη:              
22 2       

 

γ)    2 2
25 3 5 2 5 3 3 5 6 5 9 14 6 5              

δ)      2 2 2
22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 4              

                       6 4 2   

2
ε
 Παξαηήξεζε:  

Ηζρύεη:    2 2      
 

 

  

88..1111  Να βξείηε ηα αλαπηύγκαηα: 

α)   
3

x 2                      β)  
3

2y 1                      γ)  
3

2x 3y   

δ)  
3

2y 2                     ε)  
3

2x 3x                  ζη)  
3

3x 2y   

Λύζε: 
Αλ έρνπκε ηνλ θύβν αζξνίζκαηνο ρξεζηκνπνηνύκε ην ζρήκα: 

             3 3 2 2 3
... ... ... 3 ... ... 3 ... ... ...      

       ↑   ↑         ↑            ↑      ↑          ↑    ↑         ↑ 

                    1
ν
    2

ν
       1

ν
     1

ν
      2

ν
        1

ν
   2

ν
        2

ν
  

ελώ αλ έρνπκε ηνλ θύβν ηεο δηαθνξάο ρξεζηκνπνηνύκε ην ζρήκα: 

             3 3 2 2 3
... ... ... 3 ... ... 3 ... ... ...      

       ↑   ↑         ↑            ↑      ↑          ↑    ↑         ↑ 

                    1
ν
    2

ν
       1

ν
     1

ν
      2

ν
        1

ν
   2

ν
        2

ν
  

α)  3 3 2 2 3 3 2x 2 x 3 x 2 3 x 2 2 x 6x 12x 8               

β)        3 3 2 2 3 3 22y 1 2y 3 2y 1 3 2y 1 1 8y 12y 6y 1            

γ)               3 3 2 2 3
2x 3y 2x 3 2x 3y 3 2x 3y 3y      

24
gr

am
m

at
a.

co
m



92 

 

                   3 2 2 38x 3 4x 3y 3 2x 9y 27y          

                   3 2 2 38x 36x y 54xy 27y      

δ)        3 3 2
2 2 2 2 2 3 6 4 2y 2 y 3 y 2 3 y 2 2 y 6y 12y 8             

ε)             3 3 2 2 32 2 2 2x 3x x 3 x 3x 3 x 3x 3x       

                      
6 4 2 2 3x 3x 3x 3x 9x 27x        

                      
6 5 4 3x 9x 27x 27x      

ζη)              3 3 2 2 3
3x 2y 3x 3 3x 2y 3 3x 2y 2y       

                        3 2 2 327x 3 9x 2y 3 3x 4y 8y          

                        3 2 2 327x 54x y 36xy 8y      

88..1122  Να βξείηε ηα αλαπηύγκαηα: 
α)      x 2 x 2             β)     3 x 3 x            γ)     x 4 4 x   

δ)     2x 3y 2x 3y     ε)      x y x y     ζη)       x y x y   

Λύζε: 
Με ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο: 

       2 2
... ... ... ... ... ...     

    ↑    ↑     ↑    ↑        ↑         ↑      
            1

ν
   2

ν
    1

ν
  2

ν
       1

ν
  2

ν
  

έρνπκε: 
α)    2 2 2x 2 x 2 x 2 x 4        

β)    2 2 23 x 3 x 3 x 9 x        

γ)    2 2 2x 4 4 x 4 x 16 x        

δ)        2 2 2 22x 3y 2x 3y 2x 3y 4x 9y        
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1
ε
 Παξαηήξεζε: Από ηα παξαπάλσ παξαηεξνύκε όηη ε δηαθνξά 

ηεηξαγώλσλ πξνθύπηεη  από ηνλ παξάγνληα ηεο δηαθνξάο. Γεληθά 
ηζρύεη: (α+β)(β−α)=β2−α 

2 ή ζρεκαηηθά (Γ+Ο)(Γ−Ο)=Γ2−Ο2
. 

 

ε)            x y x y x y x y x y x y               

                               2 2 2 2x y x y        

ζη)            x y x y y x x y y x x y                

                                   
 2 2 2 2y x y x        

2
ε
 Παξαηήξεζε: Σα εξσηήκαηα ε) θαη ζη) κπνξνύκε λα ηα 

ππνινγίζνπκε εθηειώληαο θαηεπζείαλ ηηο πξάμεηο πνιπσλύκσλ θαη 
έηζη λα απνθύγνπκε ηελ εθαξκνγή ηεο ηαπηόηεηαο. 
  

88..1133  Να δείμεηε όηη ην πνιπώλπκν:  

              
2 2

P x x 3 3x 1 8 x 1 x 1   είλαη κεδεληθό 
πνιπώλπκν.          
Λύζε: 
Δθαξκόδνπκε ηηο ηαπηόηεηεο ηεηξάγσλν δηαθνξάο θαη δηαθνξά 
ηεηξαγώλσλ: 

         2 2
P x x 3 3x 1 8 x 1 x 1          

              22 2 2 2 2x 2 x 3 3 3x 2 3x 1 1 8 x 1               

          2 2 2x 6x 9 9x 6x 1 8x 8          

         
2 2 2x 6x 9 9x 6x 1 8x 8 0          κεδεληθό πνιπώλπκν. 

Πξνζνρή! Όηαλ αλαπηύζζνπκε κηα ηαπηόηεηα ε νπνία έρεη κπξνζηά 
ην κείνλ, λα βάδνπκε πάληα αγθύιε ή παξέλζεζε ζην αλάπηπγκα.  

 

88..1144  Να βξείηε ηα αλαπηύγκαηα: 
α)     2x 3 x 3x 9                             β)     2y 2 y 2y 4   

γ)    21 1                               δ)      22 1 4 2 1           

Λύζε: 
Με ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο: 
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          2 2 3 3   
 

         2 2 3 3   
 

έρνπκε: 
α)      2 2 2 3 3 3x 3 x 3x 9 x 3 x x 3 3 x 3 x 27              

β)      2 2 2 3 3 3y 2 y 2y 4 y 2 y y 2 2 y 2 y 8             

γ)       2 2 2 3 3 31 1 1 1 1 1 1                    

δ)           2 32 2 32 1 4 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1                 

                                         
38 1  . 

88..1155    α) Να απνδείμεηε ηελ ηαπηόηεηα:  
 

            
2 2 2 2 2 2 2  

β) Να βξείηε ην αλάπηπγκα:    
2

2x 3y 1        

Λύζε: 
α) Έρνπκε:      2                 

                                       2 2 2                   

                                       2 2 2 2 2 2         

β) Από ηελ πξνεγνύκελε ηαπηόηεηα, ην αλάπηπγκα ηνπ 

 2
2x 3y 1   είλαη: 

     2 2 2 22x 3y 1 2x 3y 1 2 2x 3y 2 3y 1 2 2x 1               

                       2 24x 9y 1 12xy 6y 4x      .  

88..1166    α) Να απνδείμεηε ηηο ηαπηόηεηεο:   

      
22 2 2

 

      
22 2 2

 

β) Αλ  
2

x 3
x

, λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 2

2

4
x

x
       

γ) Αλ  
3

x 2
x

, λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 2

2

9
x

x
       

Λύζε:  
α) Κάλνπκε πξάμεηο ζην 2ν

 κέινο θάζε ηαπηόηεηαο θαη έρνπκε: 
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  2 2 2 2 22 2 2                  

  2 2 2 2 22 2 2                 

β) Ζ παξάζηαζε 2

2

4
x

x
  γξάθεηαη 

2

2 2
x

x

   
 

θαη ζύκθσλα κε ηελ  

ηαπηόηεηα  22 2 2         έρνπκε: 
2 2

2 2 2

2

4 2 2 2
x x x 2x 3 4 9 4 5

x x x x

                 
   

. 

γ) Ζ παξάζηαζε 2

2

9
x

x
  γξάθεηαη 

2

2 3
x

x

   
 

θαη ζύκθσλα κε ηελ  

ηαπηόηεηα  22 2 2         έρνπκε: 
2 2

2 2 2

2

9 3 3 3
x x x 2x 2 6 4 6 10

x x x x

                 
   

. 

88..1177    α) Να απνδείμεηε ηηο ηαπηόηεηεο:   

         
33 3 3  

         
33 3 3  

β) Αλ  
2

x 3
x

, λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 3

3

8
x

x
       

γ) Αλ  
3

x 2
x

, λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 3

3

27
x

x
       

Λύζε:  
α) Κάλνπκε πξάμεηο ζην 2ν

 κέινο θάζε ηαπηόηεηαο θαη έρνπκε: 

   3 3 2 2 3 2 2 3 33 3 3 3 3                 
 

   3 3 2 2 3 2 2 3 33 3 3 3 3                 
 

β) Ζ παξάζηαζε 3

3

8
x

x
  γξάθεηαη 

3

3 2
x

x

   
 

θαη ζύκθσλα κε ηελ  

ηαπηόηεηα    33 3 3            έρνπκε: 
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3 3

3 3 3

3

8 2 2 2 2
x x x 3x x 3 6 3 27 18 9

x x x x x

                      
     

 

γ) Ζ παξάζηαζε 3

3

27
x

x
  γξάθεηαη 

3

3 3
x

x

   
 

θαη ζύκθσλα κε ηελ  

ηαπηόηεηα    33 3 3            έρνπκε: 
3 3

3 3 3

3

27 3 3 3 3
x x x 3x x 2 9 2 8 18 26

x x x x x

                      
     

 

88..1188  Να κεηαηξέςεηε ηα θιάζκαηα πνπ έρνπλ άξξεηνπο παξν-

λνκαζηέο, ζε ηζνδύλακα θιάζκαηα κε ξεηνύο παξνλνκαζηέο.   

α) 
4

5 1
           β) 

2

7 3
             γ) 

7

3 2
            δ)

 

6

2 3 6
 

 
Λύζε:  
α) Πνιιαπιαζηάδνπκε αξηζκεηή θαη παξνλνκαζηή κε 5 1   θαη 
εθαξκόδνπκε ηελ ηαπηόηεηα    2 2      

 
  

 
 

 
2

2

4 5 1 4 5 1 4 5 14
5 1

5 15 1 5 1 5 1 5 1

  
    

   
 

β) Πνιιαπιαζηάδνπκε αξηζκεηή θαη παξνλνκαζηή κε 7 3   θαη 
εθαξκόδνπκε ηελ ηαπηόηεηα    2 2      

 
  

 
   

 
2 2

2 7 3 2 7 3 2 7 32

7 37 3 7 3 7 3 7 3

  
   

   
             

 2 7 3 7 3

4 2

 
    

γ) Πνιιαπιαζηάδνπκε αξηζκεηή θαη παξνλνκαζηή κε 3 2   θαη 
εθαξκόδνπκε ηελ ηαπηόηεηα    2 2    

 
  

 
 

 
2

2

7 3 2 7 3 2 7 3 27
3 2

9 23 2 3 2 3 2 3 2
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δ) Πνιιαπιαζηάδνπκε αξηζκεηή θαη παξνλνκαζηή κε 2 3 6   θαη 
εθαξκόδνπκε ηελ ηαπηόηεηα    2 2      

 
  

 
   

 
2 2

6 2 3 6 6 2 3 6 6 2 3 66

12 62 3 6 2 3 6 2 3 6 2 3 6

  
   

   
      

                                       2 3 6    

ρόιην: 
Γηα λα κεηαηξέςνπκε έλα θιάζκα κε άξξεην παξνλνκαζηή ζε 
ηζνδύλακν κε ξεηό παξνλνκαζηή, πνιιαπιαζηάδνπκε ηνπο όξνπο ηνπ 
θιάζκαηνο κε ηε ζπδπγή παξάζηαζε ηνπ παξνλνκαζηή. Γειαδή, αλ ν 
άξξεηνο παξνλνκαζηήο έρεη ηε κνξθή:    
●   , ηόηε ε ζπδπγήο παξάζηαζε είλαη ε      

●   , ηόηε ε ζπδπγήο παξάζηαζε είλαη ε      

●   , ηόηε ε ζπδπγήο παξάζηαζε είλαη ε      

●   , ηόηε ε ζπδπγήο παξάζηαζε είλαη ε      

●     , ηόηε ε ζπδπγήο παξάζηαζε είλαη ε        

 

88..1199    α) Να απνδείμεηε ηελ ηαπηόηεηα Lagrange:   

       2 22 2 2 2x y x y y x        
 

β) Να βξείηε δύν θπζηθνύο αξηζκνύο λ, κ κε    έηζη ώζηε:  
2 2 125     

Λύζε:  
Σν 1ν

 κέινο ηεο ηαπηόηεηαο γξάθεηαη: 

  2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2x y x y x y         

Σν 2ν
 κέινο ηεο ηαπηόηεηαο γξάθεηαη: 

           
       

2 2 2 2

2 2

x y y x x 2 x y y

y 2 y x x

            

     
     

                       2 2 2 2 2 2 2 2x 2 xy y y 2 xy x            

                       2 2 2 2 2 2 2 2x y x y        

Άξα        2 22 2 2 2x y x y y x          .                                        
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β) Δίλαη   2 2 2 2125 5 25 1 2 3 4      θαη ζύκθσλα κε ηε 

ηαπηόηεηα Lagrange γηα α = 1, β = 2, x = 3 θαη y = 4 έρνπκε: 

      2 22 2 2 2 2 2125 1 2 3 4 1 3 2 4 1 4 2 3 11 2              

Άξα έρνπκε: λ = 11 θαη κ = 2 ή λ = 2 θαη κ = 11. 

ρόιην: 
Γηα λα απνδείμνπκε κηα ηαπηόηεηα Α=Β, όπνπ Α, Β παξαζηάζεηο κε 
κία ή πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο, αθνινπζνύκε ηηο παξαθάησ κεζόδνπο: 
● Ξεθηλάκε από ην έλα κέινο ηεο ηαπηόηεηαο θαη θαηαιήγνπκε ζην 
άιιν. πλήζσο μεθηλάκε από ην κέινο κε ηηο πεξηζζόηεξεο πξάμεηο. 
Απηή ηε κέζνδν αθνινπζήζακε ζηα παξαδείγκαηα 8.16 α) θαη 8.17 α) 
● Κάλνπκε πξάμεηο ζην 1ν

 κέινο ηεο ηαπηόηεηαο θαη θαηαιήγνπκε ζε 
κία παξάζηαζε Γ, δειαδή Α=Γ. ηε ζπλέρεηα θάλνπκε πξάμεηο ζην 2ν

 

κέινο ηεο ηαπηόηεηαο θαη θαηαιήγνπκε ζηελ ίδηα παξάζηαζε Γ, δειαδή 
Β=Γ. Δπεηδή Α=Γ θαη Β=Γ από ηε κεηαβαηηθή ηδηόηεηα παίξλνπκε 
Α=Β. Απηή ηε κέζνδν αθνινπζήζακε ζηε ηαπηόηεηα Lagrange. 

 

88..2200    α) Να απνδείμεηε ηελ ηαπηόηεηα:   

   2 2

4 όπνπ , 0
  

   
  

β) Να ππνινγίζεηε ηνλ αξηζκό: 
2 23842 200

2021 1821




 

Λύζε:  
α) Κάλνπκε πξάμεηο ζην 1ν

 κέινο ηεο ηαπηόηεηαο θαη έρνπκε: 

     2 2 2 2 2 22 2        


 
  

                

2 2 2 22 2 4
4

      
  

 
  

     

β) Έρνπκε:
   2 22 2 2021 1821 2021 18213842 200

4
2021 1821 2021 1821
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ρόιην:  
Όηαλ κεηά από κηα ηαπηόηεηα αθνινπζεί κηα αξηζκεηηθή παξάζηαζε, 
ηόηε γηα λα βξνύκε ην απνηέιεζκα, ρσξίο λα θάλνπκε πξάμεηο, ζα 
ρξεζηκνπνηνύκε ην ζπκπέξαζκα από ηελ ηαπηόηεηα. Έηζη ζην 
πξνεγνύκελν παξάδεηγκα ζέζακε γηα α=2021 θαη β=1821θαη βξήθακε 
ρσξίο πξάμεηο απνηέιεζκα 4.  
 

88..2211    α) Να απνδείμεηε ηελ ηαπηόηεηα:   

 22 2

2

      
 

 

β) Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ, πνπ έρεη 
ππνηείλνπζα 10 cm, θαη νη θάζεηεο πιεπξέο ηνπ δηαθέξνπλ θαηά 2 
cm. 

Λύζε:  
α) Κάλνπκε πξάμεηο ζην 2ν

 κέινο ηεο ηαπηόηεηαο θαη έρνπκε: 

   2 2 2 2 22 2 2 2 2 22 2

2 2 2

                     
    

                            
2

2


    

β) Αλ β είλαη ε κεγαιύηεξε θάζεηε θαη γ ε κηθξόηεξε, ηόηε: 2    

θαη από ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα, ζα ηζρύεη 2 2 210 100     . Άξα 

ην εκβαδόλ ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ είλαη: 
 

 22 2 2
21 1 100 2 96

E 24 cm
2 2 2 4 4
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ΕΕππωωσσήήςςεειιρρ  ΚΚαασσααμμόόηηςςηηρρ  
  

8.22 Να ραξαθηεξίζεηε σο  (ζσζηή) ή Λ (ιαλζαζκέλε) ηηο παξα-

θάησ ηζόηεηεο: 

α)  2 2 2                          ή     Λ 

β)    2 2                           ή     Λ 

γ)    2 2                           ή     Λ 

δ)    3 3 3 3                               ή     Λ 

ε)    3 3                           ή     Λ 

ζη)    2 22 2 2                             ή     Λ 

8.23 Να επηιέμεηε ηε ζσζηή απάληεζε: 

1) Σν αλάπηπγκα ηνπ  2
2x 3 είλαη: 

α) 22x 6x 9    β) 
22x 12x 9    γ) 

24x 12x 9    δ) 
24x 6x 9   

2) Σν αλάπηπγκα ηνπ  2
x 3y είλαη: 

α) 2 2x 6xy 3y    β) 2 2x 6xy 9y    γ) 2 2x 3xy 9y    δ) 2 2x 9y  

3) Σν αλάπηπγκα ηνπ  3
x 1 είλαη: 

α) 3 2x 3x 3x 1        β) 3x 1      γ) 
3x 3x 1       δ) 3 2x x x 1    

4) Σν αλάπηπγκα ηνπ    2x 3 3 2x  είλαη: 

α) 29 4x        β) 
24x 9        γ) 

29 2x        δ) 
22x 9  

8.24 Να ζπκπιεξώζεηε ηνλ παξαθάησ πίλαθα αληηζηνηρίδνληαο ζε 
θάζε παξάζηαζε ηεο ζηήιεο Α, ην αλάπηπγκά ηεο από ηε ζηήιε Β. 

ηήιε Α ηήιε Β 

α)  2    1) 2 2 2      

β)  3    2) 3 2 2 33 3         

γ)           3) 2 2 2      

δ)  2    4) 2 2    

ε)  3    5) 3 2 2 33 3         
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ΑΑςςκκήήςςεειιρρ  γγιιαα  λλύύςςηη  

8.25 Να βξείηε ηα αλαπηύγκαηα: 

α)  2
x 4                           β)  2

2x 5                         γ)  2
2x 1   

δ)  2
x 3                   ε)  2

x 2y                       ζη)  2
2x 2x  

8.26 Να βξείηε ηα αλαπηύγκαηα: 

α)  2
3x 2y                      β)  2

xy 2                        γ)  2

x 2   

δ) 
2

1
x

2

  
 

                 ε) 

2
1

x
x

  
 

                      ζη) 

2

2

2

3
x

x

  
 

 

8.27 Να βξείηε ηα αλαπηύγκαηα: 

α)  2
x 6y                      β)  2

2x y                      γ)  2

3 2    

δ)  2

2 2 3                 ε) 

2
1

x
2x

   
 

                 ζη)  2
2x 2x   

8.28 Να θάλεηε ηηο πξάμεηο: 

α)    2 2
x 2 x 2 8x               β)    2 2

B 3 1 3 8        

γ)    2 2
2 2                    δ)    2 2 32x 1 x x 2 x        

8.29 Να απνδείμεηε ηηο ηαπηόηεηεο: 

α)    2 2
x 2y x 2y 8xy      

β)        2 22 24 1 2 2            

8.30 Να ζπκπιεξώζεηε ηα θελά ζηηο παξαθάησ ηζόηεηεο ώζηε λα 
πξνθύςνπλ ηαπηόηεηεο: 
α)  2

2x ... ... ... 16               β)  2 2... 3y x ... ...     

γ)  2 2... ... 9 12 ...       δ)  2
x ... ... 5x ...       

8.31 Να βξείηε ηα αλαπηύγκαηα: 

α)  3
x 1            β)  3

x 2                γ)  3
2x 1   

δ)  3
2x 1   ε)  3

x 2y            ζη)  3
2x 2x  
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8.32 Να βξείηε ηα αλαπηύγκαηα: 

α)  3
x 1                      β)  3

x 1                           γ)  3
2x 3    

8.33 Να θάλεηε ηηο πξάμεηο: 

α)    3 2x 2 x x 6                       β)    32B x x 3 1 x      

γ)    3 2
x 1 2x 1 7x                    δ)    32x x 12 x 2        

8.34 Να απνδείμεηε ηηο ηαπηόηεηεο: 

α)    3 2 3x 1 3 x 1 x 3x 2        

β)        3 3 31 1 8 6 1 1               

γ) 
3

31 1 1
x x x x

3 3 27

          
   

  

8.35 Να βξείηε ηα αλαπηύγκαηα: 
α)    2x 3 2x 3                                   β)   3 3              

γ)   2 2x 5 x 5                                   δ)    2 x 2 x    

ε)    x 7 x 7                                   ζη)   4x 5 4x 5      

8.36 Να κεηαηξέςεηε ηα παξαθάησ θιάζκαηα, πνπ έρνπλ άξξεηνπο 
παξνλνκαζηέο, ζε ηζνδύλακα θιάζκαηα κε ξεηνύο παξνλνκαζηέο: 

α) 2

3 1
           β) 4

6 2
           γ) 11

4 5
           δ) 6

3 2 2 3
  

8.37 Να θάλεηε ηηο πξάμεηο: 

α)    2x 1 x 1 x 1             β)      2
B 2x 1 2x 1 2x 3       

γ)      x 2 x 2 x 4        δ)    2 2
x 2 x 2      

8.38 Να απνδείμεηε ηηο ηαπηόηεηεο: 

α)      2 23 3 3 6 2                  

β)         x 2y x 2y 2x y 2x y 5 x y x y                 

8.39 Να βξείηε ηα αλαπηύγκαηα: 
α)   2x 3 x 3x 9  

         
β)   22x 1 4x 2x 1         

γ)     2 2x 2 x 2 x 2x 4 x 2x 4        
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8.40 Να απνδείμεηε ηηο ηαπηόηεηεο: 

α) 
2 2

x y x y
xy

2 2

        
   

      

β)        2 2
1 2x x 2 3 x 1 x 1        

γ)      2 2 2
x 3 2x 1 5 x 1 5        

δ)        2 2
3 3 8               

ε)      3 2 2x 1 3 x 1 2 x x 3        

ζη)        3 2
x y x y x y 4xy x y          

8.41 Αλ x y 5   θαη xy 3 , λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο:  
2 2x y  

8.42 Αλ x y 1   θαη xy 4 , λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο:  
2 2x y  

8.43 Αλ 
1

x 4
x

 
 
λα βξείηε ηελ ηηκή ησλ παξαζηάζεσλ:  

α) 2

2

1
x

x
                             β) 3

3

1
x

x
  

8.44 Αλ 
1

x 2
x

 
 
λα βξείηε ηελ ηηκή ησλ παξαζηάζεσλ:  

α) 2

2

1
x

x
                             β) 3

3

1
x

x
  

8.45 Αλ 2 10   θαη 2 6   , λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο 
παξάζηαζεο:   . 

8.46 Αλ x 5   θαη y 5   , κε 0   λα δείμεηε όηη ν 
αξηζκόο: 2 2x y  δηαηξείηαη κε ην 2. 

8.47 α) Να απνδείμεηε ηελ ηαπηόηεηα: 
2 2

4
 

  
 

         
   

 

β) Να ππνινγίζεηε ηνλ αξηζκό: 
2 2

1 1
x 1821 1821

607 607
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8.48 α) Να απνδείμεηε ηελ ηαπηόηεηα: 
2

2

2

1 1 1
x 2 x 3 x 1

x x x

            
   

 

β) Αλ 1

3 8
 


, λα ππνινγίζεηε ηνλ αξηζκό: 

2

2

1 1
2 3 

 
     
 

 

8.49 α) Να απνδείμεηε ηελ ηαπηόηεηα: 

   
 

2 2

22

1 2
3

1

 

 

  


 
 

β) Να ππνινγίζεηε ηνλ αξηζκό: 
2 2

2 2

10001 9998
x

10000 9999





 

8.50 α) Να απνδείμεηε ηελ ηαπηόηεηα: 

   2 2

2 2

2

   
 

  
   

β) Να ππνινγίζεηε ηελ ππνηείλνπζα νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ πνπ έρεη 
θάζεηεο πιεπξέο πνπ δηαθέξνπλ θαηά 7 cm θαη έρνπλ άζξνηζκα 17 
cm. 

8.51 ην νξζνγώλην ηξίγσλν ηνπ  
δηπιαλνύ ζρήκαηνο, λα βξείηε: 
α) ην x θαη ηηο πιεπξέο ηνπ ηξηγώλνπ 

 ΑΒΓ, 

β) ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ. 
 

 

8.52 Αλ ην ηξίγσλν ΑΒΓ ηνπ  
δηπιαλνύ ζρήκαηνο είλαη νξζν- 

γώλην λα δείμεηε όηη θαη ην 

ηξίγσλν ΒΓΓ είλαη νξζνγώλην. 
Ηζρύεη ην αληίζηξνθν; 
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8.53 Να ππνινγίζεηε ηνπο αξηζκνύο α, β πνπ ηθαλνπνηνύλ ηηο 
παξαθάησ ηζόηεηεο: 
i) 2 2 2 4 5 0         θαη ii) 2 22 6 2 9 0         
(Τπόδεημε: Δκθαλίδνπκε ηηο ηαπηόηεηεο ηεηξάγσλν δηαθνξάο ζηε 
ζρέζε i) θαη ηεηξάγσλν αζξνίζκαηνο ζηε ζρέζε ii) θαη ζηε ζπλέρεηα 
ρξεζηκνπνηνύκε ηελ ηδηόηεηα: αλ  2 2

x y 0  ηόηε  x y 0 ) 

8.54 Αλ ηζρύεη:  2 2 2 2        λα δείμεηε όηη νη αξηζκνί α, β 
είλαη αληίζηξνθνη. 
8.55 Αλ ηζρύεη:    2 2 2 21 1 2          λα δείμεηε όηη νη 
αξηζκνί α, β είλαη αληίζεηνη. 
8.56 Αλ ηζρύεη: 2 2 4     κε 0    λα δείμεηε όηη: 

i)   2
2      

ii)  2
6     

iii) 3
 
 





 

8.57 Αλ ηζρύεη: 2 2 0      δείμεηε όηη: 0   . 

(Τπόδεημε: Πνιιαπιαζηάδνπκε ηε ζρέζε κε ην 2 θαη δεκηνπξγνύκε 
ηαπηόηεηεο ζην 1ν

 κέινο. ηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηνύκε ηελ ηδηόηεηα: 
αλ   2 2 2

x y z 0  ηόηε   x y z 0 ) 

8.58 Αλ α, β, γ είλαη ηα κήθε πιεπξώλ ελόο ηξηγώλνπ ΑΒΓ θαη 
ηζρύεη: 

2 2 2 0            

λα δείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζόπιεπξν. 
8.59 Γίλεηαη ε παξάζηαζε: 

2(x) x 1 x     

α) Να ππνινγίζεηε ηελ παξάζηαζε: ( x) K(x)   . 

β) Να βξείηε ηνλ αξηζκό: 
x K(999) K( 1000) K( 999) K(1000)       
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