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Θέμα 5 

Δίνονται οι πολυωνυμικές συναρτήσεις f ,g :R R  για τις οποίες ισχύουν  

 
2x

f x 1
lim

2x 1
 


 και 

 
x 2

f x
lim 1

x 2


 


 και  f 0 1  και    

3
g x f x x , x R.

2
   

. 

A.  Να αποδείξετε ότι   21
f x x 2x 1.

2
     

B. Βρείτε το 
    

 

3 2

x 0

f x 1 f x 1
lim .

f x 1

  


 

Γ.  Δείξτε ότι η f αντιστρέφεται στο  2,  και βρείτε την αντίστροφη. 

Δ. Δύο μικροί μαθητές Α και Β κάνουν βόλτα με τα ποδήλατα τους στον ίδιο ευθύ 

δρόμο (θεωρήστε ως δρόμο τον πραγματικό άξονα x x).  

 Οι θέσεις τους πάνω στον πραγματικό άξονα  κάθε στιγμή  t  δίνονται αντίστοιχα 

από τις συναρτήσεις  f t  και  g t ,   t 0,5 ,  t σε min. 

   i) Αποδείξτε ότι υπάρχει χρονική στιγμή –την οποία και να βρείτε– κατά την  

 οποία οι μαθητές θα βρεθούν δίπλα – δίπλα με κίνδυνο να συγκρουστούν αν  

 δεν προσέξουν. 

  ii) Να βρείτε τη μέγιστη μεταξύ τους απόσταση κατά τη διάρκεια της προηγού- 

 μενης διαδρομής. 

Επίλυση Σκέψεις – Ιδιότητες 

Α. Αν  f x  πολυώνυμο  ν  βαθμού με 3   θα  

ήταν 
 
2x

f x
lim

x 1
 


 (άτοπο). 

 Αν  f x  πολυώνυμο 1ου βαθμού ή  f x  στα-

θερό πολυώνυμο, τότε: 

 
2x

f x
lim 0

x 1



 (άτοπο). 

 Άρα  f x  πολυώνυμο 2ου βαθμού δηλαδή 

   2f x x x , 0        με  f x 2 x .     

● 0

x
0

x ...
lim

x ...







  

  
 

 
x

x
lim

x








 


 

 

,

,

0 ,





    



    


    

 

 ( , , 0     

 0).    
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  2

2 2x x

f x x
lim lim ,

x 1 x 


   


 άρα 

1
.

2
    

 Α΄ τρόπος: 

  
 

 
x 2 x 2

f x
lim f x lim x 2 1 0 0

x 2 

 
        

 
 

 αφού: 
 

x 2

f x
lim 1

x 2


 


 και  

x 2
lim x 2 0.


   

 Όμως η f   είναι συνεχής στο 0x 2  ως πολυω-

νυμική, οπότε    
x 2

f 2 lim f x 0.


    

 Έτσι  f 2 0 2 2 0         

                   
1

4 0 2.
2

 
      

 
 

 Β΄ τρόπος: 

 
 

1

2

x 2 x 2

f x 2 x
lim lim

x 2 x 2

 
 
 

 

  
 

 
 

            
x 2

x 2
lim .

x 2 0

    
  

  
 

 Πρέπει 2 0 2     γιατί διαφορετικά το 

παραπάνω όριο θα ήταν   (άτοπο). 

 Τότε 
 

x 2 x 2

f x x 2
lim lim 1.

x 2 x 2 

  
  

 
 

 ● Δίνεται  f 0 1 1.     

  Επομένως   21
f x x 2x 1.

2
     

Β. Έχουμε  
x 0
lim f x 1 0,


   οπότε  f x 0  για 

κά-θε  x  κοντά στο 0x 0.  

 Άρα 
    

 

3 2

x 0

f x 1 f x 1
lim

f x 1

  



 

 
     

 

 
3 2

x 0

f x 1 f x 1 έ f x y.
lim

x 0, ό y 1f x 1

     


    
 

● Αν το 
 

 x x0

f x
lim

g x
 

είναι της μορφής 

 ,
0


 τότε: 

 * Αν 0   έχουμε 

    
 

 x x0

f x
lim

g x
  

    
 

 
x x0

1
lim f x

g x

 
 

  

 

     
 0

.


     

 * Αν 0   θα  

    έχουμε απροσδιό- 

    ριστη μορφή 
0

0
  

    και με την κατάλ- 

    ληλη μεθοδολογία  

    θα βρούμε (αν  

    υπάρχει) το όριο. 

 

 

 

 

 

 

 

● Αν  
x x0

lim f x 0


    

τότε  f x 0  κο-

ντά στο 0x ,  δηλα- 

 λαδή η συνάρτηση 

(παίρνει) έχει τιμές 

ομόσημες του ορίου 

της σε (κάποια) πε-

ριοχή του 0x .  
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23

y 1

y 1 y 1
lim

y 1

  



 

 
  2

y 1

y 1 y y 1 y 1
lim

y 1

    



 

 
    

  

2

y 1

y 1 y 2y y 1
lim

y 1 y 1

   


 
 

 
   2

y 1

y 1 y 2y y 1
lim

y 1

  



 

      2

y 1
lim y 2y y 1 1 2 1 1 6.


      
 

 

Γ. Έχουμε    21
f x x 2x 1, x 2,

2
       με 

  f x x 2 0      για κάθε x 2.  

 Άρα f 2  στο  2, .  

 Επομένως η  f  είναι "1 1",  οπότε η  f  αντι- 

 στρέφεται στο  A 2, .   

 Το σύνολο τιμών της  f  είναι το 

        
x

f A lim f x , f 2 , 3 .


  


 

 Αν  y  κάθε τιμή της συνάρτησης  f  για την οποία 

υπάρχει  x 2,   με  y f x ,  τότε: 

     21
y f x y x 2x 1

2
        

 2 22y x 4x 2 x 4x 4 6 2y           

  
 y 3

22
x 2 6 2y x 2 6 2y



         

 
 x 2

x 2 6 2y x 2 6 2y


         

 x 2 6 2y.    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

● Κάθε γνήσια μονό-

τονη συνάρτηση εί-

ναι "1 1"  (στο πε-

δίο ορισμού της μο-

νοτονίας). 

● Αν η  f  αντιστρέφε-

ται, για να βρούμε  

 το πεδίο ορισμού  

 και τον τύπο της  

 αντίστροφης: 

 * Θέτουμε 

       y f x   

    και λύνουμε ως  

    προς  x. 

    Στην πορεία αυτή  

    σημειώνουμε  

    τους περιορι- 

    σμούς που προ- 

    κύπτουν για να  

    καταλήξουμε  
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 Άρα: 

    1f : , 3 2,     με  1f x 2 6 2x.     

 Β΄ τρόπος: 

 Θέτουμε   2y f x 2y x 4x 2        

           2x 4x 2 2y 0, x 2 .       

 Βρίσκουμε  8 3 y .     

 Πρέπει 0   y 3.  

 Τότε 
 

 
4 8 3 y

x 2 2 3 y
2

 
     και   

επειδή έχουμε x 2  καταλήγουμε: 

x 2 6 2y.    

 Άρα:    1f : , 3 2,     με 

     1f x 2 6 2x.     

Δ.  i) Έχουμε   21
f t t 2t 1

2
     και 

                    
3

g t f t t , t 0, 5
2

     

  οι συναρτήσεις θέσης των ποδηλάτων  Α  και 

 Β  αντίστοιχα. 

  Τα ποδήλατα θα συναντηθούν τη στιγμή 0t   

 για την οποία    0 0f t g t   

     0 0 0 0

3 3
f t f t t t min.

2 2
       

  Άρα τη χρονική στιγμή 
0

3
t

2
  τα ποδήλατα  

  θα συναντηθούν. 

  Οι ταχύτητες με τις οποίες κινούνται τα ποδή- 

 λατα  Α  και  Β  είναι: 

     A t f t t 2      και 

       B t g t f t 1 t 1.         

    έτσι στο σύνολο  

    τιμών. 

 * Με αλλαγή της  

    θέσης των μετα- 

    βλητών προκύ- 

    πτει ο τύπος της 

    αντίστροφης. 

 * Αρκετά συχνά 

    βρίσκουμε το 

    σύνολο τιμών 

    με τη βοήθεια 

    των παραγώγων 

    (μονοτονία) και 

    έτσι λύνοντας 

    ως προς  x  δεν 

    δίνουμε ιδιαίτερη 

    έμφαση στους 

    περιορισμούς. 

 ● Αν  S t  η συνάρτη-

ση θέσης ενός σώ- 

 ματος που κινείται  

 κατά μήκος ενός  

 άξονα, τότε: 

    * t S t .   

  * t 0   τότε 

    κίνηση δεξιά. 

  * t 0   τότε 

    κίνηση αριστερά. 

  0* t 0   τότε 

    έχουμε αλλαγή 

    κατεύθυνσης ή 

    μεταβολή επιτά- 

    χυνσης. 
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  Τη χρονική στιγμή 
0

3
t

2
  έχουμε: 

A

3 3 1
2 0,

2 2 2

 
      

 
 

  άρα το ποδήλατο  Α  κινείται προς τα δεξιά  

  και 

B

3 3 1
1 0,

2 2 2

 
       

 
 

  άρα το ποδήλατο  Β  κινείται προς τα αρι- 

 στερά. 

  Επομένως τα ποδήλατα θα συναντηθούν  τη  

 χρονική στιγμή 
0

3
t

2
  με κίνδυνο να συ- 

  γκρουστούν επειδή κινούνται σε  αντίθετη  

  κατεύθυνση. 

 ii) Η μεταξύ τους απόσταση  h t  κάθε χρονική 

  στιγμή  t  δίνεται από τη συνάρτηση 

       h t f t g t , t 0, 5 .    

  Τότε  

3 3
t , 0 t

3 2 2
h t t .

3 32
t , t 5

2 2


   

   
   


 

     
3 3

t t
2 2

3
lim h t 0 lim h t h .

2 
 

 
     

 
 

     Άρα η  h  συνεχής στο 
0

3
t .

2
  

  ● Για 
3

t 0,
2

 
 
 

 έχουμε  h t 1 0      

     h2  στο 
3

0, .
2

 


 
 

  ● Για 
3

t , 5
2

 
 
 

 έχουμε  h t 1 0     

     h1  στο 
3

, 5 .
2

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

● Για τη μονοτονία  

 και τα ακρότατα  

 στα σημεία αλλαγής 

του τύπου, εξετά- 

 ζουμε μόνο τη συνέ- 

 χεια (όχι την παρά-

γωγο). 
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  Έτσι η συνάρτηση  h  παρουσιάζει: 

  ● Τ.Μ.  
3

h 0 .
2

   

  ● Τ.Μ.  
7

h 5 .
2

   

  ● Ε. 
3

h 0
2

 
  

 
  

  και από τον πίνακα μονο τονίας προκύπτει  

 ότι η μέγιστη τιμή της  h  είναι το  

 
7

h 5
2

  μέτρα. 

● Τα άκρα κλειστού  

 πεδίου ορισμού εί- 

 ναι θέσεις τοπικών  

 ακροτάτων που  

 μπορεί να γίνουν  

 και ολικά ακρότατα. 

 

 

h  

h  

0  3 / 2  

  
  

2  

1  

  

5  

0  

. .  . .  

t  
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Θέμα 6 

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R R  για την οποία ισχύει: 

    f x 2f x 1 x , x R     . 

Α. Να αποδείξετε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα και έxει σύνολο τιμών το R. 

Β. Να ορίσετε τη συνάρτηση 1f  . 

Γ. Για τη συνάρτηση g : R R  με  g x x
2


  : 

  i) Να βρείτε τη συνάρτηση 
1h f g.  

 ii) Να βρείτε το 
 

    

2023 5

x

1 h 2022 x
lim .

f 2 f 1 x 1



 
 

Δ. Δείξτε ότι υπάρχει ένας, τουλάχιστον,  0,4   τέτοιος ώστε η εφαπτομένη 

της fC  στο   ,f    να είναι παράλληλη στην ευθεία 
1

: y x 2022.
2

    

Επίλυση Σκέψεις – Ιδιότητες 

Α. Παραγωγίζοντας τη δοσμένη σχέση έχουμε: 

       f x 2f x 1 x
         

       f x f x 2f x 1     

     f x f x 2 1      

  
  

1
f x 0,

2 f x
  


 αφού  

 x 1 2, x R.     

 Έτσι f 1  στο  R. 

 Για κάθε x R  ισχύει: 

  1 f x 1       1 x 1 2 f x 1       

  2 x 2f x x        

    
x x

2 x 2f x x f x 1 .
2 2

        

● 1 x 1      

 x 1.   

● 1 x 1      

 x 1.   

●  f x 0,   

  x ,     

  f x 1  στο  , .   

 

● Για το σύνολο τι- 

 μών μιας συνεχούς  

 συνάρτησης  

 f : A R  απαιτεί- 

 ται να γνωρίζουμε  
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x

x
lim .

2
    

 
x

x
lim 1 ,

2

 
    

 
 οπότε από κριτήριο  

 παρεμβολής έχουμε  
x
lim f x .


   

 Ομοίως  
x
lim f x .


   

 Επειδή η συνάρτηση  f x  είναι συνεχής στο 

  A ,    με  
x
lim f x


   και 

  
x
lim f x


   συμπεραίνουμε ότι το 

 σύνολο τιμών της  f x  είναι το 

   f A , .    

Β. Επειδή  f  γνησίως μονότονη συμπεραίνουμε 

 ότι η  f  αντιστρέφεται με 

   1f : , , .       

 Επειδή η αρχική σχέση  1  ισχύει για κάθε 

 x R  και το σύνολο τιμών  f A  της  f  είναι 

 το  R, μπορούμε να θέσουμε στην αρχική 

 σχέση  1  όπου  x  το  1f x
 και να έχουμε 

        1 1 1f f x 2f f x 1 f x        

  1x 2x 1 f x ,     για κάθε  x f R R   

 άρα  1f x x 2x 1,      για κάθε x R.  

Γ.  i) Πεδίο ορισμού της  g  το gD R.  

  Πεδίο ορισμού της 
1f g

 το  1D f g   

      1
g 1f

D f g x R | x D g x D
      

          x R | x R x R R.
2

  
        

  
 

 τις τιμές ή τις ορια-

κές τιμές της συνάρ-

τησης στα άκρα του 

πεδίου ορισμού της. 

 Τις περισσότερες  

 φορές χρειαζόμαστε 

να γνωρίζουμε και  

 τη μονοτονία της  

 συνάρτησης για να  

 καταλήξουμε στο  

 σύνολο τιμών  f A .  

 

 

 

 

 

 

●  f : A f A  

 *   1f f x x   

    για κάθε 

     x f A .  

 *   1f f x x   

    για κάθε 

    x A.  

 

●  

 

 

 

 

  

  f g x  

f g  

  f g fD x R | g x D    

f  

fD  

gD  

g  

x   g x  
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  Ορίζεται η 
1f g

 με πεδίο ορισμού το  R και 

  τύπο: 

  

     

    

1 1f g x f g x

g x 2g x 1

x 2 x 1
2 2

  

   

    
        

   

 

  x 2x 1.     

  Επομένως  h x x 2x 1      με πεδίο 

  ορισμού hD R.  

 ii) Η συνάρτηση  h x  είναι παραγωγίσιμη με 

   h x x 2 0 h      2  στο  R  

   x 1 2 .    

  Για x
2


  έχουμε: 

  h 2 1 1 1 0
2 2 2

   
          

 
 

  και επειδή η  h x  είναι γνησίως μονότονη 

  συμπεραίνουμε ότι η x
2


  μοναδική ρίζα 

  της  h x 0.  

  Τότε: 

  
 

 
h R

2023 20232022 h h 2022
2 2

  
    

 

2

 

                          20230 h 2022 .   

  Ακόμη  

 

   

   

f

1 2 f 1 f 2

f 2 f 1 0.

   

 

1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

● ΟΡΙΟ ΡΗΤΗΣ 

 Αν:  

   0

0

x ...
f x

x ...







  

  

 

 0, 0      

 τότε έχουμε 

  
x
lim f x


  

 
x

x
lim .

x










 

 *Προσοχή στο πρό- 

  σημο των συντελε- 

  στών. 
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  Επομένως:  

  
 

    

2023 5

x

1 h 2022 x
lim

f 2 f 1 x 1




 
 

  
 
    

2023

4

x

h 2022
lim x

f 2 f 1 



 

  
 
   

 
2023h 2022

.
f 2 f 1

  


 

Δ.  1f 2 2 2 2 1 1 4 1 4 .                

  1f 0 0 2 0 1 1 0 1 0.           

    1f 2 4 2 f 4 .        

    1f 0 0 0 f 0 .     

 Η συνάρτηση είναι: 

 ● συνεχής στο  0, 4  

 ● παραγωγίσιμη στο  0, 4 ,   

 οπότε από το Θεώρημα Μέσης Τιμής υπάρχει  

 ένας τουλάχιστον  0, 4   τέτοιος ώστε: 

 
   

 

 

f 4 f 0 2
f f

4 0 4

1
f .

2

  
      

 

  

 

 Τότε η εφαπτομένη στο   , f    είναι παράλ-

ληλη στην ευθεία 
1

: y x 2022.
2

    

 

 

 

 

 

 

 

 

● Έχουμε: 

  1f x x 2x 1.      

● Θυμηθείτε τη γεω-

μετρική ερμηνεία 

των θεωρημάτων  

 ROLLE και Μέσης 

Τιμής. 

● Όταν δεν μπορούμε 

να βρούμε τιμές της  

f, κοιτάμε αν μπο-

ρούμε να βρούμε τι-

μές της 1f .  
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